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1. イントロダクション



1. 場の量⼦論におけるエンタングルメント

全体系の状態： 0

密度⾏列：𝜌!"! = 0 ⟨0|

空間分割： 𝑉!"! = 𝑉 ∪ (𝑉

縮約密度⾏列： 𝜌# = Tr$# 𝜌!"!

𝑆 𝑉 ≡ −log Tr# 𝜌# log 𝜌#

𝑆% 𝑉 ≡
1

1 − 𝑛
log Tr# 𝜌&% , 𝑛 ∈ ℤ'

エンタングルメントエントロピー(EE)：

エンタングルメントRényiエントロピー(ERE)：
lim
!→#

𝑆! 𝐴 = 𝑆 𝐴

Entangle

EEとEREは系を特徴付ける重要な量⼦情報量 1/19



1. 場の量⼦論におけるエンタングルメント

⼀般的な解析⼿法 ➡ Replica法

Tr! 𝜌"# ∼ 𝑍#
分配関数

以降(1+1)次元を考える。
領域𝑉を分割：𝑉 = 𝑉# ∪⋯∪ 𝑉$

空間⽅向

…𝑉# 𝑉% 𝑉$*𝑉 *𝑉 *𝑉

EREの計算〜分配関数の計算

𝑛枚
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1. 場の量⼦論におけるエンタングルメント

解析計算の例１：⾃由場
✔ Free massless fermion. 𝑛-sheets, 𝑁-intervals [Casini, Fosco, Huerta 2005]
✔ Free compact boson.  2-sheets, 2-intervals [Calabrase, Cardy, Tonni 2011]

対⾓化

-𝜙& =/
'

𝑅&,'𝜙'

/
'

𝜙'% =/
'

1𝜙'
%

Freeのとき： 相互作⽤がある場合： /
'

𝜙') ≠/
'

1𝜙'
)

解析が困難
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1. 場の量⼦論におけるエンタングルメント

解析計算の例２：CFT
𝑉*𝑉 *𝑉

✔ Single interval [Holzhey,Larsen, Wilczek 1994]

しかし、2-interval以上は共形対称性からEE,EREを決められない

2-intervalの場合：

相互作⽤を含む場の量⼦論で、2-interval以上の計算は難しい

𝑉# 𝑉%*𝑉 *𝑉 *𝑉

相互情報量：𝐼 𝑉#, 𝑉% ≡ 𝑆 𝑉# + 𝑆 𝑉% − 𝑆 𝑉# ∪ 𝑉%
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1. Boson-fermion双対性

我々のアイデア：boson-fermion双対性を使う。[Karch, Tong, Turner 2019]

離散対称性 : ℤ%*
局所演算⼦ : 9𝑂*

分配関数 : 𝑍*

Fermionの理論 ：𝓣𝑭

離散対称性 : ℤ%,
局所演算⼦ : 9𝑂,

分配関数 : 𝑍,

Bosonの理論 ：𝓣𝑩
fermionization

bosonization

(1+1)次元、genusを持った閉じた多様体の場合のfermionization：

𝒯> =
𝒯? × TQFT

ℤ@? ℤ%,ゲージ化
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1. 我々の研究

やったこと：
• Replica法とboson-fermion双対性を組み合わせて、相互作⽤のあるモデルで

Rényiエントロピー(ERE)と相互Rényi情報量(MRI)を厳密に計算した。
• モデルはMassless Thirring model (1+1次元、フェルミオン、4点相互作⽤)
• 2-intervals, 2-sheets (下の図)
• 得られた結果のパラメーター依存性を議論した。

空間

Euclid
時間

𝑆= 𝑉

𝐼= 𝑉>, 𝑉=

6/19



2. 解析⽅法



2. モデル

Massless Thirring model

ℒ* = 𝑖 *𝜓 𝛾.𝜕.𝜓 + /
%
𝜆 *𝜓 𝛾.𝜓 *𝜓 𝛾.𝜓

相互作⽤
𝜓：Dirac fermion
𝜆 : Thirring coupling 

ℤ%*： 𝜓 → −𝜓

Free compact boson

ℒ, =
0!

1/
𝜕.𝜙 𝜕.𝜙

𝜙：スカラー場
𝑅 : compact boson半径
ℤ%,： 𝜙 → 𝜙 + 𝜋

𝜙 ~ 𝜙 + 2𝜋
fermionization

1 + 𝜆 =
4
𝑅(

そのままでは解析が難しい ⾃由場なので解析が簡単

fermionizationを⽤いてmassless Thirring modelを解析
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2. Replica法

𝜓) 0 = 0 𝜓( =

経路積分

𝜌! 𝜓", 𝜓# = Tr$! 𝜓" 0 0 𝜓# =

空間

Euclid
時間

Euclidean経路積分を考える。
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2. Replica法

𝜌! 𝜓", 𝜓# =

Tr# 𝜌#( = F
*!,*"

𝜌# 𝜓), 𝜓( 𝜌# 𝜓(, −𝜓) =

Target：𝑆= 𝑉 = − log TrI 𝜌I=

Σ=,=

Σ=,=上の分配関数𝑍J!,!
K を計算すれば良い
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2. Conformal map

Σ(,(は共形変換でトーラスにmapできる[Lumin, Mathur 2001]

cross-ratio：𝑥 = L#MN# L!MN!
N!MN# L!ML#

moduli：𝜏

𝑍H!,!
> ∝ 𝑍𝐓> トーラス上の分配関数𝑍𝐓Kを計算すれば良い
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2. Fermionizationの辞書

𝑍PK 𝜌 =
1
2Q

3
R∈T# P, ℤ!

𝑍PU 𝑡 exp 𝑖𝜋 𝐴𝑟𝑓 𝑡 ⋅ 𝜌 + 𝐴𝑟𝑓 𝜌

𝑋：扱っている時空
𝑔： 𝑋のgenusの数

fermion boson トポロジカル項

𝜌：スピン構造
𝑡： ℤ(ゲージ場

今回の場合：𝑔 = 1

𝑍𝐓K =
1
2

𝑍𝐓U 00 + 𝑍𝐓U 01 + 𝑍𝐓U 10 − 𝑍𝐓U 11

⾃由場相互作⽤あり
➡解析しやすい
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2. 解析結果

𝑆( 𝑉, 𝜆 = 𝑆( 𝑉, 0 −
1
2
log

1
2𝜗,- 𝜏

F
./(

-

𝜗.( 𝜏 1 + 𝜆 𝜗.(
𝜏

1 + 𝜆

𝑆% 𝑉, 0 =
1
4 log

ℓ#
𝜖 ⋅

ℓ%
𝜖 +

1
4 log 1 − 𝑥Free項：

𝜗' 𝜏 , 𝑗 = 2,3,4：Jacobi theta 関数ℓ#, ℓ%：インターバルの⻑さ
𝜖：UV cutoff

最終結果

➡既存の結果とconsistent

相互Rényi情報量も同様に計算できる。

相互作⽤のある場の理論での厳密なRényiエントロピーを得た

𝑆= 𝑉 𝑍J!,!
K 𝑍𝐓K 𝑍𝐓U

Replica法 共形map fermionization
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3. 解析結果のパラメーター依存性



3. Rényiエントロピーのインターバル依存性

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.000

0.002

0.004

0.006

0.008

0.010

0.012

0.014

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
-0.08

-0.06

-0.04

-0.02

0.00

ERE

𝑆! =
𝑐
6
1 +

1
𝑛
log

𝑣 − 𝑢
𝜖

𝑐 : central charge, 
𝜖 : UV cutoff  

Small 𝜆 Large 𝜆

Single interval, CFT [Holzhey et al 1994]

Δ𝑆= 𝑥 = 𝑆= 𝑉, 𝜆 − 𝑆= 𝑉, 0

既存の結果とconsistentな振る舞い
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3. Rényiエントロピーのインターバル依存性
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𝑆! =
𝑐
6
1 +

1
𝑛
log

𝑣 − 𝑢
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𝑐 : central charge, 
𝜖 : UV cutoff  
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Δ𝑆= 𝑥 = 𝑆= 𝑉, 𝜆 − 𝑆= 𝑉, 0

既存の結果とconsistentな振る舞い
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3. Rényiエントロピーの結合定数依存性

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
-0.10

-0.08

-0.06

-0.04

-0.02

0.00

0.02

ERE at 𝑥 = #
%

T-dual

Compact bosonのT-duality：

𝑅 →
2
𝑅

𝜆 → 𝜆defg = −
𝜆

𝜆 + 1

𝜆 > 0と𝜆 < 0は互いに対応している

結合定数𝜆が⼗分⼤きいとEREは減少する
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3. 相互Rényi情報量のインターバル依存性

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.0
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1.0 増加

MRI

MRI：𝐼h 𝑉>, 𝑉= = 𝑆h 𝑉> + 𝑆h 𝑉= − 𝑆h 𝑉> ∪ 𝑉=

𝑉# 𝑉%

エンタングル

reasonableな結果

16/19



3.相互Rényi情報量の結合定数依存性
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0.0
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MRI at 𝑥 = #
%

増加

（参考）
𝐼 𝑉#, 𝑉% = 𝑆 𝑉# + 𝑆 𝑉% − 𝑆 𝑉# ∪ 𝑉%

> 0

解析結果からの帰結：

・相互作⽤が⼤きくなるとMRIが増加

・𝐼= 𝑉>, 𝑉= > 0
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4. まとめと展望



4. まとめ

• EREとMRIは理論を特徴付ける重要な量である。
• 我々はReplica法とboson-fermion双対性を⽤いて相互作⽤のある系での

Rényiエントロピー(ERE)と相互Rényi情報量(MRI)を厳密に計算した。
• 計算結果は既存の結果とconsistentであった。
• 相互作⽤が⼗分⼤きい場合、EREは減少し、MRIは増加することを⽰した。

𝑉# 𝑉%*𝑉 *𝑉 *𝑉

ℒ01! =
𝜋
2 𝜆

(𝜓 𝛾2𝜓 (𝜓 𝛾2𝜓
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4. 展望

• 3-intervals、3-sheets以上のEREとMRI
• Massive Thirring model
• 他の量⼦情報量 ➡ 現在研究中
• 数値計算(Tensor network、量⼦計算)

𝑚 G𝜓 𝜓
𝑆= = − log⟨𝜓|⨂⟨𝜓|SWAPI |𝜓⟩⨂ 𝜓

Jordan Wigner変換
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Thank you. 


